Notatki z wyktadu z fizyki kwantowej prowadzonego przez prof. Janusza Wolnego, 50
sporzadzone przez Joann¢ Ropke

Xl Operator momentu pedu. Wartosci wiasne operatora L, i L>.

L=Fxp
L =yp.—2zp,
L,=zp, —xp.
L, =xp,—yp,

W reprezentacji Schrodingera z-towa sktadowa operatora momentu pedu wyraza si¢ wzorem:
~ 0
L =—ih[x——-y—

%
oy ox

W uktadzie sferycznym:

Zauwazmy, ze komutator

|£.0, )= 0.0, ~ 1 L, =inl, 0.
Gdy komutator jest rézny od zera, znaczy to, Ze nie mozna wyznaczy¢ rownoczesnie
obydwu warto$ci reprezentowanych przez operatory. W naszym przypadku nie mozna
jednocze$nie wyznaczy¢ wartosci dwoch skladowych pedu (obowiazuje dla nich zasada
nieoznaczonosci).
Natomiast dla kwadratu momentu pedu:

[L*,L.1=0.

Stad wniosek, ze mozna wyznaczy¢ dtugo$¢ operatora momentu pedu 1 jedna jego
sktadowa .

Wartosci wiasne operatora L,.

Rozwiazujemy rownanie wlasne operatora momentu pedu i szukamy wartosci
wlasnych L,

L = i
o0
- Zh@ =Lu
o9
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ou L
H__Z=5
u ih ?
iL
Inu=——=
h ¢
il
u=exp[—¢]

Przestrzen fizyczna jest niezmiennicza po obrocie o 27, a zatem

u(@ +2n)=u(p)
e g1=expl = (o + 20

= expr ™ 21
=CXp|—4LTT
Pl

exp[

z

L
l=cos—2n +isin;22n

L
22t =m2n
fi

Zatem, wartoS$ci wlasne operatora L,

L. =mh m=0,t1+2,... 1/

z

Sktadowa L, nie moze przyjmowa¢ dowolnych wartosci; wynika to z niezmienniczosci
wzgledem obrotu o 2.
Funkcje wtasne z-towej sktadowej momentu pedu wyrazaja si¢ wzorem:

— Cpim®
u, =Ce

Operator L?

2 2 2 2 . L. ) .., .
L"=L +L +L, Z izotropowoS$ci przestrzeni wartosci $rednie

spetniaja relacje: <Lx2 > = <Ly2 > = <L22 >

1 !
<L2 > =1 D" (mh)” - $rednia arytmetyczna kwadratow L,

m=-1

)= 21;_1-?1212'”2

m=1
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h? 1
L>)= 211+ 1)1 +1
<> 20 +1 6( X )

h 1
L)=3-——2-~11+D)QI+D) =1l +1)h*
() =3 2 MDD =10 +1)

<L2> =I(/+1)A* wartoéé wlasna operatora kwadratu momentu pedu

Przejdzmy takze na wspotrzedne sferyczne:

J2 :Lx2 +Ly2 +L22 ;. x=rsindcosp ; y=rsindsing@ ; z=rcosd

Mozna wykaza¢, ze we wspotrzednych sferycznych kwadrat momentu pgdu wyraza sig
wzorem:

. 0 1 0’
L'=-n"———_—(6nd_)+ 5
sin 9 09 09 sin~ 9 0o

IY(9,0)=1(1+1)- 1Y (9,09)

Poniewaz [Zz, ZZ ] =0, wigc istnieje wspolna baza funkcji wlasnych operatora 72 i ZZ.
Dla operatora ZZ funkcjami tymi sa ¢™* , zatem mozemy zapisac:

Y,0.0)=F"0)"

1 0 0 m*
= |'sinf— |- P"©)=-pP"®
Line o0 (Sm aej sinze} "6)=-pE"0)

funkcje P (cosO) - sa to tzw. stowarzyszone wielomiany Legendre’a .

oraz

Funkcje Y, (9,(P) nosza nazw¢ funkcji kulistych (harmonik sferycznych). Ponizej podano
kilka pierwszych funkcji kulistych :

Yy,0 = const Y1 = cos(@) Y} 4y =sin® - Py

Yy0= (3 cos’ 0 — 1) Y, 4 =sin0 cosd - **?

. +2i
Yyip = sin” 0 - ¢
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