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1. Rozkiad dwumienny; przykiady. Liczba stanéw
dozwolonych dla uktadu makroskopowego.

Kiedy mamy do czynienia z duza ilo$cia obiektow, traktujemy je jako zespét statystyczny, do
ktérego stosujemy pojgcia prawdopodobienstwa. Zespot statystyczny sktada si¢ z bardzo
duzej liczby N uktadow ,,podobnych” do siebie. Jezeli pewien okreslony wynik doswiadczenia
oznaczony zostat wskaznikiem r 1 sposrod N uktadéw zespotu wynik ten uzyskany zostat na

: N,
N: uktadach, wowczas iloraz P, :W’ nazywamy prawdopodobienstwem wystapienia

wyniku r. Stosunek ten jest stuszny dla N — oo. Chociaz nie mozna przewidzie¢ wyniku
doswiadczenia na pojedynczym uktadzie zadaniem teorii statystycznej jest przewidzenie
prawdopodobienstwa kazdego z mozliwych wynikéw doswiadczenia.

N
Nalezy wprowadzi¢ warunek normalizujacy: ZPr =1 oraz podstawowe prawa rachunku

r=1

prawdopodobienstwa: P(r Us)=P. + P, P(rns)=P - P - dla zdarzen niezaleznych.
Zespol statystyczny, ktorego obiekty moga znajdowac si¢ w jednym z

dwoch stanow z prawdopodobienstwami p i ¢ (p+¢q = 1) opisuje ROZKLAD
DWUMIENNY o rozkladzie prawdopodobienstwa:

N .
P(n)=(n jp“ q "

N
Wartos¢ Srednia wynikow obserwacji u: u = Zf’rwr . Ma ona bardzo proste wlasnosci.

r=1

Jezeli f(u) 1 g(u) sa dowolnymi dwiema funkcjami zmiennej u to: f + g = ? + § ,c-f=c- ?,

f-g= ? . § (ten ostatni zwiazek obowiazuje dla zmiennych nie skorelowanych).

Warto$¢ $rednia 5 jest parametrem, ktory wskazuje gtowna warto$é, wokot ktorej rozrzucone
beda poszczegdlne wartosci u. Byloby zatem pozyteczne wprowadzi¢ jaki$§ parametr, ktory
bylby miara rozrzutu mozliwych wartoéci u dokota wartosci $redniej ;. Warto$é $rednia
wielkosci Au (Ay =u —u ) nie moze byé taka miara, poniewaz Au jest $rednio biorac
jednakowo czesto dodatnie jak i ujemne. Natomiast wielko$¢ (Au)2 nie moze by¢ nigdy
ujemna. Warto$¢ $rednia tej wielko$ci zdefiniowana jako:

N N -
(Au)* =) P (Au)* =) P.(u, —u)’ nazywamy wariancja zmiennej u.

r=1 r=1

Wariancja moze sta¢ si¢ rowna zeru tylko wtedy, gdy wszystkie warto$ci u, rowne beda
wartosci $redniej 4. Staje si¢ ona coraz wigksza w miar¢ wzrostu prawdopodobienstwa

wystepowania wartosci u rézniacych sie znacznie od ;. Wariancja stanowi zatem dogodna
miarg rozrzutu warto$ci zmiennej u.
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Miara liniowa rozrzutu wielkos$ci u jest pierwiastek kwadratowy z wariancji, czyli tzw.
odchylenie standardowe: Ay = /(Au)’

Przykitady zastosowania rozkladu dwumienneqo

Przykiad 1

Rozwazmy idealny uktad N czastek o spinie poldwkowym, ktore sa statystycznie niezalezne.
Przyjmujemy L, - skladowa momentu magnetycznego (wzdtuz kierunku ,,do gory”) dlai-tego
spinu. Interesuje nas catkowity moment magnetyczny M wzdhiz osi skierowanej ,,do gory”:

N o N
M = Z ;. Obliczamy warto$¢ $rednia: M = Z 1, . Prawdopodobienstwo, ze jaki§ dowolny
i=1 i=1

moment magnetyczny ma okre§long orientacjg, jest dla wszystkich momentoéw takie samo, a
zatem dla kazdej czastki Sredni moment magnetyczny jest taki sam (tzn. p, =p, =...=py ) 1

mozna go oznaczy¢ po prostu przez E A zatem M =N - a Obliczamy teraz wariancje M,

tzn. wielko$¢ (AM)? , gdzie AM =M — M , a TM: TR TN

AM:iA“’i

i=1

N N
Aby znalezé (AM)?, musimy pomnozyé przez siebie sume X AW 2 AW, a wigc
i=1 =l

(AM)? =(Ap, +Ap, + ...+ Apy) - (A, + Ap, +...+Auy) =
[(An,)® +(AR,)" +..+(Apg) 1+[AW, - Al, +...+ Apy -Apy, ]

cayli (AM)7 = 2(8u)" + 23 (M) - (Any).

i=1 j=1
G

Pierwsza suma daje wszystkie cztony kwadratowe otrzymane z pomnozenia przez siebie tych
samych wyrazéw sumy. Suma podwdjna za§ daje wszystkie iloczyny rézniacych si¢ od siebie
sktadnikow sumy. Kazdy z tych iloczyndéw jest srednio rowny zeru, jako ze jest on rOwnie
czesto dodatni jak 1 ujemny. A zatem wzor zredukuje si¢ do zwyklej sumy wyrazéw

N
kwadratowych (AM ) = Z(AH1)2 . Prawdopodobienstwo, ze dowolny moment ma jakas$

i=1

okreslona orientacjg jest dla kazdego z momentow takie samo. Stad wariancja (Api )2 bedzie

taka sama dla kazdej czastki i mozna ja oznaczy¢ przez (Au)’: (AM)%=N(Ap)?-
Odchylenie standardowe: AM = JN Ap.

Z powyzszych wzorow wynika, w jaki sposob Ay i AM zaleza od calkowitej liczby N
czastek spinowych w naszym ukladzie. Wzgledna wartos¢ AM w stosunku do ps jest

roporcjonalna do —, czyli maleje z rosnacym .
proporcj N y ) acy
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Przyktad 2

Rozwazmy uktad spindw w polu magnetycznym, ktére wyrdznia kierunek ,.do gory” z
prawdopodobienstwem p=0.51, wigc ¢=0.49. Oznaczamy momenty ustawione ,,w gorg”
U =U,,awdot u; =—u,. Zatem $redni moment magnetyczny wzgledem kierunku do gory

wynosi¢  bedzie E =pu, +q9(-py)=(p—-q@)p, =2p-1p,. Wariancja momentu

magnetycznego czastki wynosi (Ap)? = (u — 1) = p(ng — 1) + g(—po — 1)
Jednak py —p=u, =(2p-Du, =2u,(I1-p)=2p.9,
atakze Lo+ L =po +2p—-Dug=2ppp.

A zatem otrzymamy (An)’ = p(2u,q)° +qu,p)’ =4M02PQ(Q + p). Ze wzgledu na to, ze
p+q=1, otrzymujemy (Ap)’>= 4]9‘1“02 . Ostatecznie M =Nu=N(p—q)p, oraz

(AM)* = 4Npqu 02 . Odchylenie standardowe wielkos$ci M wynosi: AM =2./Npqu, .

Pole magnetyczne, w ktorym znajduje si¢ uktad, jest stabe (np. pole ziemskie), odpowiadajace
wartosciom prawdopodobienstw p=0.51 i ¢=0.49. Podstawiajac wartosci P 1 9 otrzymamy

sredni catkowity moment magnetyczny ukladu N czasteczek M =0.02Np,, a odchylenie
standardowe AM =2./Npgn, = JN K-
AM  /Nu, 50

A zatem — = = .
M 002Nu, /N

Rozwazmy najpierw przypadek, w ktorym calkowita liczba czasteczek jest stosunkowo

AM
M

niewielka, np. N=100, co daje =5, czyli AM > M . Rozrzut mozliwych wartosci M jest

w takim przypadku bardzo duzy.

Jezeli natomiast rozwazymy uktad o rozmiarach makroskopowych, w ktéorym liczba czastek
AM _ —
jest rzedu liczby Avogadro N=10*, to 7 =5-10"", czyli AM << M . Rozrzut mozliwych

warto$ci M jest wowczas bardzo maty w stosunku do wielkos$ci $redniego catkowitego
momentu magnetycznego uktadu Az . Gdybysmy rozpoczgli robi¢ pomiary wielkosci M, to
otrzymaliby$my niemal zawsze warto$ci bardzo bliskie 37 . Dopoki stosowana przez nas
metoda pomiaru nie bylaby wystarczajaco doktadna, aby wykry¢ roznice momentu
magnetycznego mniejsze niz 10%%, otrzymywalibySmy wlasciwie zawsze warto$¢ rowna )/ ,
nie zdajac sobie sprawy z istnienia fluktuacji wokot tej wartosci.

RYSUNEK
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Przyktad 3

Interesuje nas rozmieszczenie czasteczek w gazie. W naczyniu o objetosci Vy znajduje
si¢ gaz doskonaly ztozony z N czasteczek. Jezeli gaz znajduje si¢ w stanie rOwnowagi, to

V
prawdopodobienstwo p znalezienia si¢ jakiej$ czasteczki w objgtosci V' wynosi P=7,
0

1

q=——,¢gdzie (V+V'=V)).
VO

Obliczamy wartos¢ $rednig 7 = i(l -p; +0-g,)= Np; dla jednej czastki n, = p
il

(An))* = p(n—n)* +q(n—n)* = p(1-p)* +q(0-p)* =pq” +qp’ = pq

(An,)* = pq

(AM)* = Npq dla N czastek.

Odchylenie standardowe: An = m .

JINpg _ F 1
1

Np p N’

An
Btad wzgledny — =
n

Dla ustalonych prawdopodobienstw p 1 g blad wzgledny maleje ze wzrostem liczby czastek N,
1

jak —.
N

Liczba stanéw dozwolonych dla uktadu makroskopowego

Zat6zmy, ze mamy do czynienia z uktadem makroskopowym, dla ktérego dane sa parametry
zewnetrzne wyznaczajace poziomy energetyczne ukladu. Catkowita energi¢ uktadu
oznaczymy przez E. Aby ulatwi¢ policzenie stanow, zgrupujemy je wedtug energii, dzielac
obszar energii na rowne male przedziaty o stalej odleglosci SE . Przyjmujemy, ze OE jest
bardzo mate w skali makroskopowej, tzn. bardzo male w poréwnaniu z catkowita energia
uktadu, ale duze w skali mikroskopowej, tzn. znacznie wigksze niz energia pojedynczej
czastki uktadu, a wigc takze duzo wigksze niz odstgpy pomigdzy sasiednimi poziomami
energetycznymi uktadu. Kazdy przedziat OF obejmuje bardzo wiele mozliwych stanow
kwantowych uktadu.

Oznaczmy: Q2 (E ) =liczba stanéw, ktorych energie znajduja si¢ w przedziale pomig¢dzy
EiE+6E .

Q(E)=p(E)-OF, gdzie p(E) jest niezalezne od wielo$ci przedziatu SE . Wielko$¢ p(E)
nazywamy gestos$cig stanéw. Jest ona réwna liczbie stanéw przypadajacych na jednostkowy

przedzial energii przy danej energii E.

Wzgledna zmiana wielko$ci (E) przy przejsciu z jednego przedziatu energii do sasiedniego
jest bardzo mata. Zatem €2(E£) mozna traktowac jako gladka funkcje energii E.

Q(E) mozna otrzyma¢ takze, gdy znamy wielko$¢ ¢(E) :
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¢(E) = calkowita liczba stanéw, ktorych energie s3 mniejsze niz E.

W takim przypadku, liczby stanow o energiach znajdujacych si¢ pomigdzy £ a E +0F,
d
otrzymamy rézniczkujac O(E): Q(E)=¢0(E +0E)—¢(E) = d(I;SE )

Przyktad 1
W jaki sposdb obliczy¢ mozna liczbe stanéw (E) dla pewnego prostego uktadu?
Przypus¢my, ze wewnatrz jednowymiarowego pudla o dhlugosci L porusza sig

swobodnie czastka o masie m. Mozliwe warto$ci poziomow energetycznych takiego uktadu
2 2 2

dane sa wzorem E:p—, p = hk, =" = E:—n—znzzn: L/\/2mE.
2m L 2m L nh

Poniewaz kolejne stany kwantowe odpowiadaja warto$ciom »n rézniacym si¢ o jeden,
wiec ¢(E) - czyli catkowita liczba stanow kwantowych o energiach mniejszych od E, a wiec

o liczbach kwantowych mniejszych od n, jest po prostu rowna %=n. Stad

L/m 1 SE

nh J2FE

O(E)=n= Lh/\/sz = (E)=
T

Przyktad 2

Zatézmy, ze wewnatrz trojwymiarowego pudia (sze$cianu o krawedzi L) porusza si¢
swobodnie czastka o masie m. Przyjmujemy, ze L,=L =L =L. Zatem

non’ LY
2 2 2 2 2 2
Ezz—L—z(nx +n +n)=>n +n +n, :(hJ 2mE .
m s
Dla zadanej wartosci £, wartosci 7,,7,,1, spetniajace to rOwnanie, znajdujg si¢ na
2 2 2

powierzchni kuli o promieniu R: R* = n « tn,+n,

2
R* = i 2mE:>R:£ 2mE
th nth

Liczba stanow ¢(£) o energiach mniejszych od E jest rowna objetosci tej czesci kuli o
promieniu R, dla ktorej #,,7,,n, sa dodatnie.

Liczba stanow o energiach znajdujacych si¢ pomiedzy E a E +0E bedzie wynosic:

Q(E) = Z3w/8m3/\E8E_
4t “h

Oszacujmy zalezno$¢ liczby stanow Q(E) (lub ¢(£)) od energii makroskopowego
uktadu czastek E. Kazdy taki uklad jest opisany przy pomocy zbioru f liczb kwantowych (f —
liczba stopni swobody uktadu jest rzedu liczby Avogadro). Z kazda liczba kwantowa

zwiazany jest pewien przyczynek ¢ do calkowitej energii £ ukladu. Przez (p(S) oznaczymy
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catkowita liczbe mozliwych wartosci tej liczby kwantowej, dla ktoérych zwiazane z nimi
przyczynki energii sa mniejsze od €. Oczekujemy, ze @ rosnie w przyblizeniu proporcjonalnie
do wielkosci przedziatu energii (e-£5). Mozemy napisaé: ¢(€) « (e —€,)*, gdzie @ jest rzedu
jednosci.

Rozwazmy teraz caty uklad o f stopniach swobody. Rdéznica migdzy energia E a
najmniejsza jej mozliwa wartoscia £y winna by¢ w przyblizeniu f razy wigksza od Sredniej
energii przypadajacej na jeden stopien swobody (Scis$lej mowiac od nadwyzki € nad jej
najmniejsza mozliwa wartoécia e)): £ — E, (e —g,)f .

Calkowita liczbe standéw O¢(E) o energii calkowitej mniejszej niz E otrzymamy:
»(E) <c[p(e)], gdzie & zwiazane jest z E poprzednia zalezno$cia. Liczbe QQ(E) standw o
energii zawartej pomigdzy £ a E +0E otrzymamy:

_d¢ ade o do dp _ . do
Q(E)—dESEocf(p dESE—(p dsSE = dE_f (ds)

W miar¢ wzrostu energii £ ukfadu rosnie energia przypadajaca na jeden stopien swobody.

Odpowiednio tez wzrasta stosunkowo powoli liczba stanow ¢(e) przypadajaca na jeden
stopien swobody. Ale poniewaz wyktadniki /~1 w dwoch ostatnich wzorach sa olbrzymie, to

liczba stanow Q(FE) (¢(E)) dla uktadu o f'stopniach swobody rosnie bardzo szybko.

Liczba stanéow dozwolonych Q(E) dla kazdego zwyczajnego ukladu makroskopowego
jest niezwykle szybko rosnaca funkcja jego energii E.

Otrzyma¢ mozna nastgpujace przyblizone wzory na zaleznos¢ Q od E:
a f-1
E—Q]‘

f

Dla kazdego zwyczajnego ukladu zachodzi w przyblizeniu:

Q(E) o (£ —g,)* " o{

QE)x(E -E,)".

Mozemy rowniez znalez¢ rzad wielkosci In Q(E ): nQE)=(f-1D)ho+ ln(j(P OF).
€

d
Wielkosci In ¢ oraz ln(d(p OF) sa duzo mniejsze od f, wiec mozna je zaniedbac.
£

Dla ukladu makroskopowego liczba stanéow ()(E) o energiach zawartych pomiedzy E a
E +8E jest w bardzo dobrym przyblizeniu taka, ze dla E # E | InQ(E) nie zalezy od
OE : mQ(E )ocf .
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